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OSWIADCZENIE

Ja, nizej podpisany Patryk Zywica student Wydziatu Matematyki i Informatyki
Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu oswiadczam, ze przedkladana

prace dyplomows pt:
~Miary podobienstwa i zawierania zbiorow rozmytych”

napisalem samodzielnie. Oznacza to, ze przy pisaniu pracy, poza niezbednymi kon-
sultacjami, nie korzystatem z pomocy innych osob, a w szczegélnosci nie zlecatem
opracowania rozprawy lub jej czesci innym osobom, ani nie odpisywalem tej roz-
prawy lub jej czesci od innych oséb.

Oswiadczam réwniez, ze egzemplarz pracy dyplomowej w wersji drukowane;j jest
catkowicie zgodny z egzemplarzem pracy dyplomowej w wersji elektronicznej.

Jednoczes$nie przyjmuje do wiadomosci, ze przypisanie sobie, w pracy dyplo-
mowej, autorstwa istotnego fragmentu lub innych elementéow cudzego utworu lub
ustalenia naukowego stanowi podstawe stwierdzenia niewazno$ci postepowania w

sprawie nadania tytutu zawodowego.
TAK — wyrazam zgode na udostepnianie mojej pracy w czytelni Archiwum UAM

TAK — wyrazam zgode na udostepnianie mojej pracy w zakresie koniecznym do

ochrony mojego prawa do autorstwa lub praw osob trzecich



Streszczenie

Praca po$wiecona jest zagadnieniu zawierania i podobienstwa zbioréw rozmy-
tych. Dokonano przegladu metod i modeli, zarowno w przypadku klasycznej teroii
mnogosci, jak i teorii zbiorow rozmytych. Pokazano niektére relacje pomiedzy mia-
rami uzyskanymi ré6znymi metodami. Zaprezentowano autorska metode wizualizacji

wraz z jej rezultatami dla wybranych miar zawierania zbioréw rozmytych.

Stowa kluczowe zbiory rozmyte, zawieranie, podobienstwo, miara podobien-

stwa, miara zawierania

Summary

This work is devoted to the issue of inclusion and similarity of fuzzy sets. An
overview of methods and models were presented, both in the case of classical set
theory and fuzzy set theory. The relationships between some measures obtained by
various methods were shown. An original method for the visualization and its results

for selected subsethood measures of fuzzy sets were presented.

Keywords fuzzy sets, inclusion, similarity, subsethood measure, inclusion grade,

inclusion measure, similarity measure
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Wstep

We wszystkich dziedzinach nauki od dawna istniata potrzeba poréwnania pew-
nych obiektéw. Podczas, gdy niektére gatezie nauki staraty sie odpowiedzie¢ na
pytanie o nature podobienstwa, inne potrzebowaly precyzyjnej, formalnej jego de-
finicji. Porownanie dwoch obiektow lub zdarzen moze by¢ postrzegane jako proba
okreslenia relacji pomiedzy nimi. Najwazniejszymi i najczesciej wykorzystywanymi
relacjami pomiedzy obiektami sa podobienstwo, roznoscé i zawieranie. W literaturze
najwiecej uwagi poswiecone jest zagadnieniu podobienstwa obiektdw.

W ostatnich dziesigcioleciach teoria zbioréw rozmytych znalazta zastosowanie w
wielu obszarach nauki jak i zycia codziennego. Potrzeba poréwnywania zbiorow roz-
mytych pojawita sie nautralnie juz na samym poczatku istnienia teorii. Opracowano
wiele metod czesto bazujacych na tych wykorzystywanych w przypadku klasycz-
nych zbiorow. Intensywny rozwdéj logiki rozmytej oraz jej zastosowan czesto wymaga
okreslenia nowych sposob6éw poréwnywania obiektow. Zagadnienie to jest szczegdl-
nie istotne w komputerowym wspomaganiu decyzji, klasyfikacji czy przetwarzaniu

jezyka naturalnego.

Pomimo, ze zagadnienie porownywania obiektéw jest kluczowe dla wielu zastoso-
wan tej teorii, wcigz nie udato sie jednoznacznie sformalizowaé¢ podstawowych pojec
takich jak podobienstwo czy zawieranie. Podczas, gdy czes¢é badaczy zajmujach sie
logika rozmyta dazy do precyzyjnego zdefiniowania pojeé¢, inni kwestionuja to po-
dejsécie thumaczac, ze narzucanie sztywnych ram ogranicza mozliwo$¢ zastosowan

praktycznych.

Klasyfikacja miar podobienstwa, jak réwniez terminologia i cze$¢ oznaczen zo-
stala zaczerpnigta z ksiazki autorstwa Valerie Cross oraz Thomasa Sudkampa [10].

W miare mozliwosci klasyfikacje wzbogacono o wyniki zawarte w nowych pracach.

Pierwszy rozdziatl pracy zawiera przeglad metod stuzacych do mierzenia podo-
bienstwa korzystajacych z klasycznej teorii mnogosci. Przedstawiono réwniez dys-
kusje nad psychologicznymi aspektami podobienstwa. Rozdzial drugi wprowadza
podstawowe pojecia teorii zbioréw rozmytych. Szczegdlnie istotne jest wprowadze-
nie ogblnych definicji operacji przekroju i sumy zaleznych od t-normy i t-konormy.

Trzeci rozdzial zawiera przeglad miar zawierania i podobienstwa. Zostat on po-

dzielony na trzy podrozdziaty, kazdy poswigcony jest miarom skonstruowanym z
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wykorzystaniem innych metod. Rozdzial czwarty zawiera opis autorskiej metody

wizualizacji miar zawierania zbiorow rozmytych wraz z wykresami wybranych miar.
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Rozdziat 1

Podejscie klasyczne

1.1. Aspekty psychologiczne podobienstwa obiektéw

Podobienstwo jest najprawdopodobniej najczedciej uzywang i najtrudniejsza do
precyzyjnego okreslenia miarg zgodnosci. Ten rozdzial przedstawia matematyczne
techniki okreslania podobienstwa bazujace na klasycznej teorii mnogosci. Analiza
podobienstwa dwoch obiektéw jest podstawowym narzedziem w biologii, taksono-
mii, psychologi i stanowi podstawe do rozumowania przez analogie. Problem przypi-
sania unikalnego znaczenia pojeciu podobienstwa, zostal podjety przez psychologa
Roberta Gregsona [20]. Pojecie podobienistwa nie jest tak proste jak to sie wydaje,
gdyz sktada sie na nie kilka r6znych proceséow i operacji [44].

Zazwyczaj przyjmuje sie¢, ze okreslenie réznic lub odmiennosci pomiedzy obiek-
tami jest rtéwnowazne okresleniu ich podobienstwa [34, 39]. Jesli podobienstwo dwoch
obiektow A i B oznaczmy przez Sim(A, B), to ich odmienno$¢ réwna jest 1 —
Sim(A, B). Niektore badania wykazaly jednak, ze cztowiek inaczej postrzega kazde
z tych poje¢. Podczas okreslania podobienstwa, wickszy nacisk ktadziony jest na
cechy wspoélne obiektéw, podczas gdy do okreslania odmiennosci wykorzystywane
sa gtéwnie réznice pomiedzy obiektami [56]. W teorii zbioréw rozmytych najczescie;
przyjmuje si¢ zalozenie o odwrotnosci podobiefistwa i odmiennosci [1, 41, 62]. Cza-
sem dla zaznaczenia rozréznialnosci tych poje¢ wartosé 1 — Sim(A, B) nazywana
jest niepodobiefistwem [12].

Powszechnie uwaza sie, ze podobienstwo jest symetryczne. W jezyku miar podo-
bienstwa oznacza to, ze

Sim(A, B) = Sim(B, A).
Formalne badania wykazaty, ze podobienstwo nie zawsze moze by¢ traktowane jako
relacja symetryczna [55]. Ma to miejsce w sytuacji, gdy jeden z obiektow staje sie
obiektem odniesienia. Jawne okreslenie odniesienia moze nastapi¢ przyktadowo po-

przez sformutowanie zadania (" Prosze¢ poréwnacé obiekt A z obiecktem B”). Odniesie-
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nie moze zostaé¢ rowniez okreslone niejawnie. W takiej sytuacji najczesciej obiektem
odniesienia staje si¢ obiekt bardziej poprawny, lepszy albo o bardziej ztozonej struk-
turze. Przyktadowo, osoba ma za zadanie porownaé jako$¢ dwoch obrazéw przed-
stawiajacych te samg scene. Obraz o lepszej jakosci staje sie implicite obiektem
odniesienia. Z tego powodu, zalozenie symetrii zostato ostabione w miarach wyko-

rzystywanych w niektorych dziedzinach takich jak psychologia bodzcow.

W badaniach nad podobienstwem konieczne jest réwniez rozréznienie pomie-
dzy prostym podobienstwem opartym na wielowymiarowej pojedynczej cesze, od
podobienstwa bedacego pochodng relacji poznawczych pomiedzy wieloma réznymi
cechami [53]. Przykladem pojedynczej wielowymiarowej cechy obiektu jest kolor,
ktorego sktadowymi sg jasnosé, czy saturacja. Z drugiej strony, ksztatt geometryczny
ma wiele roznych cech takich jak typ figury, rozmiar czy orientacja. W pierwszym
przypadku podobienstwo zachowuje sie podobnie jak miara odleglosci w przestrze-
niach Euklidesowych. Jednak w przypadku wielu réznych cech, podobienstwo jest
bardziej skomplikowane i zalezy nie tylko od samych obiektow, ale réwniez od kon-

tekstu podejmowania decyzji.

Jak wykazaly badania psychologiczne podobienstwo moze by¢ zalezne od kon-
tekstu w jakim jest ono oceniane [20, 53]. W okresleniu Sim(A, B) biora udziat
nie tylko cechy obiektéw A i B, ale rowniez calta charakterystyka otoczenia. Choé
wydaje si¢ to niepoprawne, na oszacowanie podobienstwa dwoch obiektow wpltyw
maja réwniez cechy innych badanych obiektéw. Podczas oceniania podobienstwa
wielu obiektéw przez cztowieka na istotno$é¢ poszczegdlnych cech obiektu wptywa
rowniez zmienno$¢ ich wartosci. Charakter tego wpltywu moze by¢ jednak roézny w
zaleznosci od tego jaki jest cel porownania. W problemach klasyfikacji obiektow wy-
kazano, ze rzadkie wartosci cechy sa bardziej istotne [51], podczas gdy na potrzeby

taksonomii korzystniej jest przyjaé¢ przeciwne zalozenie [18].

1.2. Przyktady

Oczywiscie powyzej wspomniane problemy nie musza wystepowaé¢ we wszystkich
obszarach badawczych, w ktorych zgodnos¢ pomiedzy obiektami wykorzystywana
jest do analizy informacji i wspomagania podejmowania decyzji. W tej sekcji przed-
stawiony zostanie problem poréwnywania obiektow w dziedzinie taksonomii oraz
psychologii. Wszystkie oméwione metody oparte sa na klasycznej teorii mnogosci.
Jak sie p6zniej okaze, beda one czesto stanowi¢ punkt wyjsciowy do wielu uogédlnien

pozwalajacych na mierzenie podobienstwa zbioréw rozmytych.
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1.2.1. Taksonomia

Taksonomia, poddyscyplina systematyki biologicznej, to nauka o zasadach i me-
todach klasyfikowania, katalogowania oraz opisywania organizméw zywych w opar-
ciu o badania ich réznorodnosci, pochodzenia i pokrewienstwa. Organizmy zywe
(obiekty w taksonomii) opisane sa poprzez posiadanie lub brak wybranych cech.
Uniwersum U stanowi zbiér wszystkich atrybutéw wykorzystywanych w klasyfika-
¢ji taksonomicznej. Obiekt jest charakteryzowany jest przez zbior atrybutow ktory
posiada. Dla uproszczenia bedziemy zakltadac, ze obiekt jest zdefiniowany przez war-
tosci swoich atrybutow. Dzieki temu poréwnanie dwoch obiektow moze by¢ oparte

na posiadaniu wspoélnych atrybutow.

Niech X 1Y beda dwoma obiektami. Dla kazdego atrybutu moze zachodzi¢ jeden
z czterech przypadkéw: wystepuje w obu obiektach, wystepuje w X ale nie w Y,
wystepuje w Y ale nie w X oraz nie wystepuje w obu. Liczba atrybutéw dla kazdego
przypadku to odpowiednio: |[X NY|, |[X NY], |X NY] oraz | X NY|. Wystepowanie
wspélnych atrybutéw stanowito podstawe do zaproponowania przez Jaccarda [25]

nastepujacej metody okreslania podobienstwa dwoch obiektow

B X NY]| | XnY]
XNY|+|XNY|+|XNnY| [XUuY[

Simxy

Indeks Jaccarda jest réwniez czesto nazywany wspoétczynnikiem podobienstwa lub
indeksem wspétwystepowania [49].

Indeks Jaccarda nie uwzglednia przypadku braku atrybutu w obu obiektach.
Jednakze czasem badacze systematyki biologicznej, moga uwaza¢ dwa organizmy
jako podobne poniewaz nie posiadaja one pewnego atrybutu. Prosty wspotczynnik

dopasowania rozwiazuje ten problem [50]

. I XNnY[+[XnY] |[XNY|+[|[XNY]|

Sim = — = 1.2.1
XY S X OY[+ XY T (1.2.1)

Prosty wspotczynnik dopasowania zostal rozszerzony tak, aby mogt uwzgledniaé nie

tylko atrybuty binarne lecz réwniez te o dowolnej liczbie stanéw posrednich [52].

W obu przypadkach podobienstwo wyrazone jest przy pomocy wartosci liczbo-
wej z przedziatu [0, 1], gdzie 1 oznacza najwyzszy stopienn dopasowania. Zasadni-
cza réznica pomiedzy Simxy oraz Simxy jest taka, ze Simyy bazuje tylko na
liczbie wystepujacych atrybutéw. Pominiecie atrybutow niewystepujacych w obu
obiektach pozwala zredukowaé rozmiar uniwersum do |U| — | X N'Y|. Podobienistwo
mierzone za pomoca Simxy oparte jest zaré6wno na “pozytywnych”jak i “nega-
tywnych” dopasowaniach wykorzystujac w ten sposoéb wszystkie dostepne atrybuty,
ktorych dobor w tym przypadku jest krytyczny. Zbyt wielki zbior atrybutéw moze
prowadzi¢ do sytuacji, w ktérej dwa obiekty zostana uznane za podobne tylko dla-

tego, ze oba nie posiadaja duzej ilosci cech. Obie miary podobienistwa sa uzywane w
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taksonomii. Przyktadowo, negatywne dopasowania nie sg brane pod uwage w bak-
teriologii [49].

Zupehie inne podejécie wykorzystywane jest w numerycznej taksonomii, gdzie
obiekt reprezentowany jest przez wektor wartosci atrybutow wyrazanych jako liczby
rzeczywiste [7]. Obiekt X definiowany przez n atrybutéow jest reprezentowany jako
wektor [r1,---,x,|, gdzie x; jest wartodcia i-tego atrybutu. Miara podobienstwa
pomiedzy dwoma obiektami X = [z1, -+ ,2,] 1Y = [y1,- - , yn] Wyrazona jest jako

cosinus kata # pomiedzy dwoma wektorami

Z?:l X+ Y .
\/Z?:1 7 - \/Z?:1 y?

Taka miara podobienstwa wykorzystuje tylko kierunek wektoréw, ignorujac ich dtu-

cosf =

gos¢. Przemnazanie wektorow X i Y przez dowolne state nie zmienia ich podobien-

stwa.

Odlegtos¢ Hamminga

1
dMCD(Xa Y) = - Z |i171 - Z/z‘| )

n

zostata wykorzystana jako miara podobienstwa taksonomicznego dla obiektow repre-
zentowanych przez wektory liczb rzeczywistych [8]. Ciekawa modyfikacja tej metryki
jest metryka Canberra [35]

s
dean(X,Y) = ) ———,
( ) Z Ty + Yi
ktora dokonuje przeskalowania bezwzglednej réznicy przez czynnik zalezny od po-
rownywanych wartosci. Oczywiscie w przypadku miar podobienstwa opartych na
metrykach, wartos¢ 0 oznacza maksymalne podobienstwo, ktore maleje wraz ze wzro-

stem odlegtosci pomiedzy obiektami.

Przeprowadzono liczne badania porownawcze na temat skutecznosci réznych po-
dejs¢ do okreslenia miar podobienstwa na potrzeby klasyfikacji w taksonomii. Pewne
zalecenia dotyczace wyboru odpowiedniej miary podobienstwa w taksonomii zostaty
podane na podstawie wczesniejszych doswiadczen, ale nie ma ogolnie przyjetych

norm [49].

1.2.2. Psychologia

Pojecie podobienstwa jest bardzo istotne w psychologii. Wigkszos¢ teorii psy-
chologicznych odwotuje si¢ do niego bezposrednio lub posrednio, tym samym za-
lezy na jego definicji [2]. Poréwnywanie obiektéw zawsze nastepuje wobec pewnych
ustalonych kryteriéw. Zasadniczo mozna je podzieli¢ na dwa typy, obiekty moga

by¢ poréwnywane pod katem posiadania/niepodsiadania pewnych wspélnych cech
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(atrybutéw) lub pod katem swojej odlegtosci w pewnej ustalonej wielowymiarowe;
przestrzeni. W literaturze psychologicznej modele oparte na pierwszym podejsciu

okresla sie mianem opartych na tresci, natomiast drugim — na odleglosci [20].

Sposrod modeli opartych na tresci, szeroka grupe stanowig teoriomnogosciowe

miary, ktére w wiekszosci moga zostaé¢ uogélnione do nastepujacej postaci [55]

f(XNY)

Sime s XY ) = XAV Fa X YV) 4B f(Y —X)

(1.2.2)

Wzér ten stanowi parametryzacje indeksu Jaccarda, gdzie X —Y = X NY oraz
Y — X = XnNY. f moze by¢ dowolng funkcja spetiajaca warunek addytywnosci

na roztacznych zbiorach
fXUY)=f(X)+ f(Y), jezeli XUY =0.
Jesli o, f > 0 to miara podobienstwa jest znormalizowana tak, ze
0 < Simap(X,Y)<1.

Dobér odpowiednich warto$ci parametrow a i § zalezy od celu badan. Ponizsze trzy

miary sa najczesciej stosowane [14, 15, 25]:

edlaa=p=1 ( )
| XY
Simi(XY) = 5507
o daa=p3=05 ( )
. 2 f(XNY
Simos,05(X,Y) = FX) + F(Y)°
edlaa=1=0
Simy (X, Y) = ﬂ;((—)r;))/)

Modele wektorowe byty réwniez badane w kontekscie badania podobienstwa
obiektéw w eksperymentach psychologicznych. Poczatkowo rozwazano jednowymia-
rowy model, w ktérym obiekt X reprezentowany byt przez warto$¢ my. Najprostsza

miare podobienstwa mozna okresli¢ w nastepujacy sposob

Sim(X,Y) = Z—i, gdzie mx < my .

Model ten jednak nie wykazywal liniowej zaleznosci wzgledem danych eksperymen-
talnych [15]. Zaproponowano nowy model, ktéry znacznie lepiej odzwierciedlal dane
eksperymentalne

2-m X
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Dalsze prace doprowadzity do wprowadzenia dwuwymiarowego modelu podo-
bienstwa, w ktérym dlugos¢ wektora modeluje ilos¢, a kierunek jako$é¢ obserwo-
wanego zjawiska [16]. Stopien zawierania jednego pojecia w drugim moze zostaé

wyliczony jako projekcja jednego wektora na drugi

- cos b
Inc(X,Y) = M)
my

gdzie 0 jest katem pomiedzy tymi wektorami. Jesli my = my miara zawierania jest
rowna cos f, natomiast, gdy cosf = 1 wektory maja ten sam kierunek i miara za-
wierania jest rowna prostemu ilorazowi wielkosci. Miare podobienstwa mozna skon-
struowac¢ z miary zawierania poprzez potaczenie stopnia zawierania X w Y oraz Y

w X
mx cosf + my cos

Sim(X,Y) =

mx + my
Powstato wiele modyfikacji modelu wektorowego majacych na celu lepsze odzwiercie-
dlenie danych eksperymentalnych. Wiele z nich oparte byto na zastosowaniu uogol-

nionych operacji na wektorach.

Modele oparte na odlegtosci definiuja podobienstwo jako negacje odlegtosci obiek-
tow w pewnej przestrzeni. Tradycyjnie odlegto$¢ definiuje sie w przestrzeni Eukli-
desowej, w ktérej odlegtosé dwdch punktow X = (1, - ,2,) 1Y = (y1,-+ ,Yn)

mierzona jest za pomoca metryki Minkowskiego
1
d(X,Y) = () | — )7
i=1

Dla r» > 1 metryki Minkowskiego sa nieujemne, symetryczne, niezmienne ze wzgledu
na przesuniecia i spetniajg nierownosé trojkata. Tylko gdy r = 2 metryka Minkow-
skiego jest niezmienna ze wzgledu na obroty, dlatego odlegtos¢ Euklidesowa jest
najczesciej wykorzystywana w psychologii [42].

Niektorzy badacze kwestionuja jednak zalozenie, ze przestrzen psychologiczna
jest Euklidesowa, wtasnie gléwnie z powodu niezmienno$ci ze wzgledu na obroty
[2, 23]. Wiasno$¢ ta pozwala stwierdzi¢, ze dany uktad odniesienia jest réwnie do-
bry jak kazdy inny. Jako alternatywe zaproponowano metryke miejska (metryka
Minkowskiego dla r = 1), gdzie odlegto$¢ dwdch punktow jest suma odleglosci po
wszystkich wspotrzednych.

Wspomniane wczesniej rozréznienie na bodzce wielowymiarowe i wielocechowe
znajduje swoje odzwierciedlenie w doborze odpowiedniej metryki. Okazuje sie, ze dla
zjawisk o prostej i tatwej do zrozumienia strukturze najbardziej dopasowana jest
odlegtos¢ Euklidesowa, podczas gdy wraz ze wzrostem skomplikowania struktury

coraz bardziej adekwatne jest modelowanie przy uzyciu metryki miejskiej [53].

Metryka nieskonczonosci (metryka Minkowskiego dla r = 0o) réwniez jest wy-

korzystywana jako miara niepodobienstwa obiektow [9, 24]. Ogdlnie parametr r w
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Rys. 1.2.1. Tlustracja modelu wektorowego. Zrédto [10].

metrykach Minkowskiego moze by¢ interpretowany jako wskaznik znaczenia réznic
w pojedynczym wymiarze w stosunku do catkowitej odlegtosci punktéw. Inna inter-
pretacja wartosci r méwi, ze im wieksza jest interakcja pomiedzy poszczegdlnymi

wymiarami tym wartos¢ r powinna by¢ wigksza [24].
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Rozdziat 2

Teoria zbioréw rozmytych

Teoria zbiorow rozmytych, cieszaca sie obecnie ogromng popularnoscia, zostata
zapoczatkowana w 1965 roku przez Loftiego Zadeha w artykule pod tytutem , Fuzzy
sets”[61]. Dynamiczny rozwéj, poczatkowo niezauwazanej teorii, nastapit dopiero w
drugiej potowie lat 70-tych, kiedy udato si¢ rozwiaza¢ problem sterowania piecem
do wytwarzania cementu — z wykorzystaniem logiki rozmytej (Mamdani). Kluczowe
okazaly si¢ rowniez spektakularne sukcesy w Japonii. Najglosniejszym z nich byto
opracowanie uktadu sterowania metrem w miescie Sendai. Dzigki zastosowaniu wnio-
skowania rozmytego, wykorzystano wiedze doswiadczonych motorniczych, ktéra w
potaczeniu z mozliwosciami obliczeniowymi komputeréow, pozwolita migedzy innymi

zmniejszy¢ czasy opoznien oraz koszty utrzymania metra.

Dalszy rozwoj spowodowat zastosowanie logiki rozmytej nie tylko w urzadzeniach
przemystowych, lecz réwniez codziennego uzytku. Jednym z ciekawszych przypad-
kow jest stabilizacja obrazu w kamerach. Problem ten jest bardzo trudny, chociazby
ze wzgledu na konieczno$¢ odroznienia zamierzonego ruchu od drgan reki opera-
tora. Sama teoria réwniez zostala znacznie rozwinieta, umozliwiajac w ten sposéb

zastosowanie w kolejnych obszarach przemystu i nauki.

2.1. Elementy teorii zbioréw rozmytych

2.1.1. Definicja zbioru rozmytego

Podstawowym pojeciem opisywanej tu teorii jest zbiér rozmyty. W zastosowa-
niach matematyki, najczesciej celem definiowania zbioru jest okreslenie lub spre-
cyzowanie pewnego pojecia, takiego jak na przyktad liczby parzyste czy wartosci
dopuszczalne pewnego procesu. Jako ilustracja opisywanych tu pojeé¢ postuzy zbior
okreslajacy pojecie ,niewielka wzgledna zmiana”, ktory mogltby zostaé przedsta-

wiony w nastepujacej postaci: {z € R : —0.2 < 2 < 0.2}. Jest to podzbior zbioru

16



liczb rzeczywistych, ktéry w tym przypadku stanowi tak zwane uniwersum (obszar

rozwazan).

W klasycznej teorii mnogosci, z kazdym zbiorem A powiazana jest funkcja cha-

rakterystyczna
xa : X —{0,1},

ktora dla dowolnego elementu z w uniwersum X przyjmuje warto$é 1, jesli x nalezy
do zbioru A, oraz 0 w przeciwnym przypadku. Wykres funkcji charakterystycznej,
ktora odpowiada zbiorowi z przyktadu przedstawiony jest na rysunku 2.1.1.
Zastosowanie zbioréw do reprezentacji pojeé¢ (wartosci) precyzyjnych, z jakimi
mamy do czynienia w matematyce, jest naturalne i nie stanowi problemu. Okazuje sie
jednak, ze cztowiek rzadko operuje informacjg precyzyjna. Jesli zapytac¢by pasazerow
tramwaju, ile czasu trwata podréz, uzyskamy odpowiedzi: okoto 10 minut, mniej niz
kwadrans, dtuzej niz zwykle, a nawet nie wiem. Wszystkie odpowiedzi opisuja te

sama wartos$¢ rzeczywistego czasu przejazdu.

Pomimo tego, ze cztowiek doskonale radzi sobie z informacja nieprecyzyjna, w
wielu przypadkach préba jej wyrazenia za pomocg precyzyjnych zbioréow skazana
jest na porazke. Podstawowym ograniczeniem zbioréw, wykorzystywanych do mo-
delowania poje¢ nieprecyzyjnych, jest to, ze dla kazdego elementu mozliwe sa tylko
dwa stany — moze on naleze¢ do zbioru lub nie. Obserwacja ta byta podstawa wpro-

wadzenia przez Zadaha pojecia zbioru nieostrego (rozmytego)[61]. Funkcje charak-

funkcja charakterystyczna

1+ — o -
0.8 - .
0.6 - -
0.4 - -
0.2 - -

0 ) o

| | |

1 0.5 0 0.5 1

Rys. 2.1.1. Funkcja charakterystyczna zbioru {x € R : —0.2 < z < 0.2}.
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terystyczna zbioru x4 rozszerzono do funkcji przynaleinosci pia:
Ha X = [07 1]7

ktéra przyjmuje dowolna warto$é pomiedzy 0 (catkowite nieprzynalezenie) oraz 1
(pelne przynalezenie).

W przypadku przyktadowego pojecia ,matych zmian wzglednych” odpowiedni
zbior rozmyty moze zostaé przedstawiony jak na rysunku 2.1.2.

Cho¢ funkcje przynalezno$ci moga by¢é (i z reguty sa), analogicznie jak w przy-
padku klasycznym, utozsamiane z odpowiadajacymi im zbiorami rozmytymi, naj-
czesciej przyjmuje sie jednak inng formalna definicje zbioru rozmytego[26]. Zbior

rozmyty A w uniwersum X okresla sie jako zbior (klasyczny) par uporzadkowanych

A={(pa(z),z): w € X},

gdzie p4 jest funkcja przynaleznosei zbioru rozmytego A, a pa(z) € [0, 1] nazywany
jest stopniem przynaleznosci elementu x do zbioru rozmytego A. Tak zdefiniowany
zbiér rozmyty jest tozsamy z funkcja przynaleznodci, gdyz ta w Swietle teorii mno-

gosci okreslona jest jako zbior par uporzadkowanych.

W praktyce najczesciej wykorzystywane sa dwie reprezentacje zbioru rozmytego:
za pomocy funkcji przynaleznosci lub w postaci singletonowej. Pierwsza z nich zo-
stala juz oméwiona. Druga jest szczegodlnie przydatna do reprezentacji zbioréw roz-

mytych, dla ktérych zbior supp(A) = {x € X : pa(z) > 0}, nazywany nosnikiem,

funkcja przynaleznosci

| | |
-1 -0.5 0 0.5 1

Rys. 2.1.2. Funkcja przynaleznosci zbioru przyktadowego.
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jest skonczony lub przeliczalny. Ponizszy zapis odpowiada zbiorowi rozmytemu z
rysunku 2.1.3

A= 0.1/70.2 4 0.5/70.1 4 1'0/0.0 4 0.5/0.1 + 0.1/0.2 )

Korzystajac z tej notacji mozna przedstawi¢ dowolny zbiér klasyczny B jako zbior

B:ZI'O/b.

beB

rozmyty B

2.1.2. Operacje na zbiorach rozmytych

W klasycznej teorii mnogosci podstawowe operacje na zbiorach to: dopetnienie,
suma oraz iloczyn. W przypadku zbioréw rozmytych, jak zostanie to dalej opisane,
nie sg to operacje okreslone w jeden mozliwy sposéb. Na poczatku jednak zostanie
omoéwiony przypadek najprostszy, ktory jest zarazem najczesciej wykorzystywany w

praktyce.

Dopelnienie zbioru rozmytego A okresla sie jako zbior rozmyty, ktérego funkcja

przynalezno$ci dana jest w nastepujacy sposob:

poa(z) =1 = pa(z).

15 T 1
funkcja przynaleznosci O
1+ O -
0.5 - O O -
O O
o - —
05 | | | | |
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Rys. 2.1.3. Zbiér rozmyty A = 0'1/,0,2 + 0'5/70,1 + 1'O/o,o + 0'5/0.1 + 0'1/0‘2.
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Suma dwobch zbioréw rozmytych A i B stanowi zbiér rozmyty, ktorego funkcja przy-

naleznosci ma postac
praus(x) = max(pa(x), ps()),

natomiast przekrdj (iloczyn) zbioréw okresla nastepujacy wzor:
pranp(z) = min(pa(z), pp(z)) -

Powyzsze definicje sumy i przekroju, mimo ze powszechnie stosowane i zgodne z
intuicja, nie sa jedynymi mozliwymi. Ponizej zostang opisane dwie rodziny funkcji,
ktore dzigki spetieniu pewnych warunkow, moga zastapi¢ operacje maksimum i

minimum w definicjach sumy i przekroju zbioru.

Funkcje ¢ : [0,1] x [0,1] — [0, 1] taka, ze dla kazdego a,b, c € [0, 1]:

t(a,1) =1 (element neutralny 1),
a<b=t(a,c) <t(bc) (monotonicznosé),
t(a,b) =t(b,a) (przemiennosé),
t(a,t(b,c)) = t(t(a,b),c) (tacznosé)

nazywamy t-normg.

Funkcje s : [0, 1] x [0,1] — [0, 1] taka, ze dla kazdego a,b,c € [0, 1]:

s(a,0) = (element neutralny 0),
a<b= s(a,c) <s(bc) (monotonicznosé),
s(a,b) = s(b,a) (przemienno$¢),

s(a, s(b,c)) = s(s(a,b),c) (tacznosé)

nazywamy t-konormg.

Podstawowymi przyktadami t-norm sa:

e minimum
tmin(a, b) = min(a, b) ,

e iloczyn algebraiczny
torod(a,b) =a-b,

e t-norma fukasiewicza
tpuk(a,b) = max(0,a +b—1).
Podstawowymi przyktadami t-konorm sa:

e maksimum

Smax(a, b) = max(a,b),
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e suma probabilistyczna
Sprod(@,0) = a+b—ab,

e t-konorma tukasiewicza
Stuk(a,b) = min(a +b,1).
Ogdlne definicje sumy i przekroju zbioréw majg postac:

paus(r) = s(pa(x), pp(r)),

pans () = t(pa(x), pp(z)) -
W praktyce wazne jest, aby t-norma ¢ i t-konorma s byty odpowiednio dopaso-
wane, tj. by spetniony byl nastepujacy warunek de Morgana:

va,bER s(a, b) =1- t(l —a, 1— b) .

Zapewnia to poprawne zachowanie operacji przekroju i sumy, gdy sg one wykony-

wane tacznie.

Rodzina t-norm i t-konorm Franka jest bardzo wazna ze wzgledu na to, ze obej-

muje ona wszystkie ciggte t-normy i t-konormy spetiajace nastepujacy warunek
s(z,y) +tz,y) =z +y.

Jego spetnienie jest szczegdlnie istotne przy definiowaniu operacji na zbiorach roz-

mytych. Rodzina ta jest okreslona dla dowolnego A > 0 w nastepujacy sposob

(

tmin<x7 y) ’ Jeéll A= 07
t rod(«T,y) y Jeéll )\ =1 ,
@y =1 " o
truk(2,y) , jedli A = o0,
(log, (1 + W_}\)#) w przeciwnym przypadku,
oraz
( Smac(7, ) jedli A= 0,
Sprod\T; ) jesli A = ]_7
L) = eV =
Stk (7, Y) jesli A = oo,
[ log, (1 + (/\171_/1\)_(?173,_1)) w przeciwnym przypadku.

Jak tatwo mozna zuwazy¢ wszyskie trzy podstawowe t-normy i t-konormy naleza do

rodziny operacji Franka.
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2.1.3. Moc zbioréw rozmytych

Moc zbioru to jedna z podstawowych jego charakterystyk. Podczas, gdy w kla-
sycznej teorii mnogosci elementy naleza do zbioru lub nie, w przypadku zbioréw
rozmytych sytuacja znacznie sie komplikuje. W literaturze mozna znalez¢ wiele po-
dej$¢ do tego zagadnienia. Dominujaca role zdaja si¢ odgrywaé¢ moce skalarne oraz
wektorowe zbioréw rozmytych [59]. W tej pracy wykorzystane zostana tylko moce
skalarne.

Funkcje o : F'S — [0, 00) nazywamy moca skalarna, gdy o spehia nastepujace
warunki dla kazdego a,b € [0,1], A, B € F'S oraz z,y € U:

1. o(1l/x) =1,
2. a<b = o(a/x) <a(b/y),

3. ANB=0 = o(AUB) =0(A)+ o(B).

Istnieje prosta charakterystyka wszystkich mocy skalarnych. o jest moca skalarng
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje niemalejaca funkcja f : [0,1] — [0, 1], dla ktérej
f(0) =01 f(1) =1, taka ze

o(A)= Y  [f(A@)

x€supp(A)

dla dowolnego zbioru rozmytego A. Taka funkcje f nazywamy funkcjg wzorocows
(alternatywnie wagowa). Najpopularniejsza funkcja wagowa jest funkcja identycz-

nosciowa id.

Moc wzgledna zbioru rozmytego reprezentuje proporcje elementoéw zbioru roz-
mytego, ktére jednoczednie nalezg do innego zbioru rozmytego, stad tez mowi sie o
mocy wzglednej zbioru rozmytego A wzgledem zbioru rozmytego B i oznacza przez
o(AlB)

(AlB) = ZA0E)
o(B)
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Rozdziat 3

Rozmyte miary zawierania i podobien-

stwa

3.1. Podejscie oparte na teorii mnogosci

Podejscie to ma swoje korzenie w modelu opartym na tresci w psychologii oraz
w wystepowaniu wspoélnych cech w taksonomii. Podstawowy indeks Jaccarda zostat
uogdlniony do postaci podanej w (1.2.2) i postuzyt jako podstawa do konstrukeji
wielu miar dla zbioréw rozmytych. Zastapienie klasycznych operacji na zbiorach
ich rozmytymi odpowiednikami, pozwala na przeniesienie znanych metod mierzenia

podobienstwa klasycznych zbioréw, na zbiory rozmyte [11].
Okazuje sie jednak, ze korzystajac z (1.2.2) nie jest mozliwe otrzymanie prostego
wspoétczynnika dopasowania 1.2.1. Stad potrzeba dalszego uogolnienia do nastepu-
jacej postaci
gXNY)+7-g(XNY)
g XNY)+a-gXNY)+p-9g(XNY)’

Dla wartosci a« = § = v = 1 otrzymujemy prosty wspotczynnik dopasowania.

Sima 5, (X,Y) = (3.1.1)

Zastepujac w powyzszym wzorze klasyczne zbiory X 1Y przez zbiory rozmyte A
i B, otrzymamy model rozmyty. Jako g mozna przyja¢ dowolng funkcje spetniajaca

nastepujace warunki:
1. g(0) =0,
2. 9U) =1,
3. jesli A C B to g(A) < g(B).

Taka funkcja, nazywana dalej skalarnym ewaluatorem zbioru rozmytego, pozwala
na zastapienie zbioru rozmytego pojedyncza wartoscig skalarna. Ewaluator jest eg-
zystencjalny jesli g(A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A = () oraz uniwersalny jesli
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g(A) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy A = U. Przykladem ewaluatora egzystencjalnego

jest funkcja

gSUp(A) = sup MA(“) )
uelU

natomiast
Gint(A) = nf y14(u)
jest uniwersalnym ewaluatorem. Uogélnione skalarne moce wzgledne [45, 59, 60]

tworzg bardzo szeroka rodzine skalarnych ewaluatorow

oA = AN ()
a5(4) = 5. (AV) = s = T,

gdzie t jest dowolng t-norma, a f funkcjg wagows skalarnej mocy wzglednej. Uniwer-
salnosé i egzystencjalno$é tak skonstruowanego ewaluatora zalezy od doboru funkcji

wagowej. Przyktadowo giq jest jednoczesnie egzystencjalny jak i uniwersalny.

Do konstrukcji operacji sumy i przekroju mozna wykorzysta¢ dowolng t-norme
wraz ze sprzezona z nig t-konorma. Nalezy jednak pamietaé, ze znany z klasycznej

teorii mnogosci fakt
XUY|=|X|+]Y]-|XNY]

nie zawsze jest spelmiony w przypadku rozmytym. Popularna t-norma minimum
spetia ten warunek, jednakze sposrod t-norm archimedesowych zachodzi on tylko

dla rodziny t-norm Franka.

3.1.1. Miary zawierania

Najprosciej stopient zawierania klasycznego zbioru X w zbiorze Y, gdzie X ¢ YV
mozna okresli¢ jako stosunek liczby wspoélnych elementéw X i Y do liczby elemen-
tow wystepujacych w jednym lub drugim zbiorze. Przy takim okresleniu stopnia
zawierania, jest on rowny 1 wtedy i tylko wtedy gdy X C Y. Takie podejscie jest

zgodne z definicjg zawierania zbioréw rozmytych podang przez Zadeha
AC B, jesliVyeppa(u) < pp(u). (3.1.2)

Jednakze, wartos¢ wspotcezynnika jest rowna 0 tylko wtedy gdy zbiory X i Y sa
roztaczne, co nie jest zgodne z (3.1.2). Takie zachowanie jest jednak oczekiwane, gdyz
miara zawierania powinna moéc przyjmowacé dowolne wartosci posrednie z przedziatu
[0, 1].

Zastosowanie innych niz minimum t-norm i dowolnych ewaluatoréw, moze spo-
wodowaé nawet wieksze odstepstwa od definicji zawierania podanej przez Zadeha.
Wartosci brzegowe 0 i 1 mogg by¢ osiggane dla innych zbioréw rozmytych jak to ma
miejsce w przypadku klasycznych zbioréw. Przyktadowo dla wielu t-norm ANB = ()

nie oznacza, ze zbiory rozmyte A i B sg roztaczne.
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Dubois oraz Prade zaproponowali nastepujacy uktad aksjomatéw jaki powinien
by¢ spelniony przez miare zawierania [12]:

1. Sub(A, B) =1 wtedy i tylko wtedy gdy AU B = U,

2. jesli zbiory A i B sa rozltaczne to Sub(A, B) = 0,

3. Sub(A, B) zalezy od wartoéci g(A N B).

Zaltozenia te doprowadzity do sformutowania ogélnego wzoru dla miary zawierania

zbioréw rozmytych

9(AU, B) — g(A4)
1-g(4)

Dwa pierwsze warunki wykluczajg sie wzajemnie w przypadku gdy A = ). Z jed-

Sub, s(A, B) =

(3.1.3)

nej strony Sub(§, B) = 1, gdyz § = U. Z kolei () oraz B sy rozlaczne, a zatem
z drugiego warunku Sub((), B) = 0. Dla zachowania zgodnosci z klasyczng teoria
mnogosci przyjmujemy Sub((), B) = 1 oraz Sub(A, () = 0 za wyjatkiem przypadku,
gdy A = (. Nie wszystkie ewaluatory skalarne zbioréw rozmytych oraz operacje
sumy generowane przez t-konormy podstawione do (3.1.3) gwarentuja spelnienie

tych aksjomatow.

Jesli operacja sumy zbioréw bedzie generowana przez t-konorme Fukasiewicza
Sruk, @ jako ewaluator wykorzystamy giq, to z (3.1.3) otrzymamy miare zawierania

zaproponowana przez Kosko [33]

Youer sU—pa(u),pp()=>, cy(1—pa(w))

_g(AuB) —g(A) e J0) B
Subysa sp (4 B) = 1—g(A) - 1 — Zuevlzpal® -
S uer 7

_ 2uer min (1 — pa(u) + pp(u), 1) — (1 — pa(w) _
> wer f(a(u))
_ Y wey min (pa(u), pp(w))  op(ANy,,. B)

> ouew f(pa(u)) - o (A) = Subg,, N (4, B).

Miara zawierania Kosko moze zosta¢ uogolniona na inne operacje przekroju genero-

wane przez dowolne t-normy, otrzymujac w ten sposob bardziej restrykcyjne miary

zawierania takie jak Subg, ... (A, B) czy Subg, . (A, B).

Ewaluatory ginf 0raz gsy, rowniez moga postuzy¢ do konstrukeji miar zawierania.
Przyktadowo Suby,,, s, . (A, B) spelia wszystkie zaproponowane aksjomaty, podob-
nie jak Suby, ;... (A, B).

Aksjomat numer 2 wymaga, aby Sub(A, B) = 0, jesli A i B sa rozlaczne. Za-
ostrzenie tego warunku do postaci Sub(A, B) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A i B sa
roztaczne wykluczytoby pewne miary zawierania. Subg,, s,... (A, B) moze byé¢ rowne
0 nawet jesli oba zbiory nie sa roztaczne. Taka wtasnosé jednak moze by¢ pozadana

w pewnych zastosowaniach, gdzie konieczne jest odrzucenie elementéw, dla ktorych
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pa(u) + pp(u) < 1. Zastapienie warunku roztacznosci, réwnowaznym w klasycznej
teorii mnogosci warunkiem A N B = () réwniez nie rozwigzuje problemu. Przekrdj
zbioréw generowanych przez t-norme fukasiewicza, dopuszcza sytuacje w ktorej dla
dwdch nieroztgcznych zbioréw zachodzi A N B = (). Takie podejscie wykluczytoby

tez wszystkie miary oparte na ewaluatorze giy.

Niektore zaleznosci pomiedzy t-konormami przenoszg sie na miary zawierania.

Tak jest w przypadku ich uporzadkowania
Subgidysmin (A7 B) S Subgidysprod (A7 B) S Subgidzshuk (A7 B)

oraz

SUbginf7smin (A7 B) S S,U’b A? B) S SUbginf7sLuk (A’ B) ‘

ginfysprod(
9id,S (A7 B) i SUbginhS

okreslona. Pomimo, ze wartosci funkcji g sa uporzadkowane, to z powodu normali-

Jednak zalezno$¢ pomiedzy Sub (A, B) nie jest jednoznacznie
zacji miary zawierania juz nie sg. To, ktéra z tych wartosci jest wieksza zalezy od

doboru zbioréw rozmytych.

Relacja zawierania jest zwrotna. Niestety, wlasnos¢ ta nie jest spetniona dla
wiekszosci miar zawierania okreslonych za pomoca (3.1.3). Wynika to z faktu, ze
wiekszo$¢ popularnych rodzin t-norm jest Archimedesowa co oznacza, ze t(a,a) <
a, a co za tym idzie Sub(A, A) < 1. Przykladem zwrotnej miary zawierania jest
Sub

Kolejng wlasnodcig miar zawierania jest przechodnio$é. Jesli spelione jest A; C
Ay C Aj to mozna by byto oczekiwaé, ze Sub(A;, A3z) > Sub(Asz, As). W przypadku
Sub

9idsStuk *

gme.sra (A, B) rzeczywiscie ma to miejsce, jednak juz dla Suby, (A, B) nie.

3.1.2. Miary podobienstwa

W klasycznej teorii mnogosci do okreslenia stopnia podobienstwa wykorzystuje
sie moc dopeknienia réznicy symetrycznej obu zbioréw. Przy takim podejsciu zbiory
uznaje sie za catkowicie podobne jesli ich réznica symetryczna jest pusta, a gdy
roznica symetryczna réwna jest sumie tych zbioréow, uznaje sie je za calkowicie
rozne.

Oryginalna definicja réwnosci zbioréw podana przez Zadeha mowi, ze zbiory A

i B sa rowne wtedy i tylko wtedy gdy

Vuevpa(u) = pp(u) .

Oczywiscie miara podobienstwa musi by¢ mniej restrykcyjna, aby podobienstwo mo-
glo przyjmowaé dowolne wartosci z przedziatu [0, 1].
Pojecie réznicy symetrycznej pelni bardzo wazna role w okreslaniu stopnia podo-

bienstwa. W klasycznej teorii mnogosci moze ono zostaé zdefiniowane na nastepujace
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dwa sposoby

XY =(XUY)N(XUY)=(XUY)n(XUY).
Przeniesienie tego pojecia do teorii zbiorow rozmytych okazuje sie jednak trudne,
wtasnie ze wzgledu na te dwie rownowazne definicje. Okazuje sie bowiem, ze w przy-
padku rozmytym ich réwnowaznos¢ nie zawsze zachodzi. Dlatego tez wprowadzono

dwie rozne definicje réznicy symetrycznej
Aot B=(AuB)N(AuUB)

oraz

A®  B=(AUB)N(AUB).

Oczywiscie dla klasycznych zbioréw X @t Y = X @&~ Y. Ponadto, gdy sumy i
przekroje zbioréw generowane sa przez t-nome¢ minimum oraz odpowiadajaca jej

t-konorme maksimum wtasnos¢ ta réwniez jest speliona.

Dubois oraz Prade [12] zaproponowali cztery aksjomaty, ktére powinny by¢ spet-
nione przez miare podobienstwa skonstruowang w oparciu o réznice symetryczna

zbioréw
1. Sim(A, B) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy A ® B = ),
2. jesli Ai B sa roztacznymi zbiorami rozmytymi to Sim(A, B) = 0,
3. Sim(A, B) = Sim(B, A),

4. Sim(A, B) jest zalezne od g(A @ B) lub od wartosci symetrycznej funkeji o
argumentach g(AN B) i g(AN B).

Warunki te uogélniaja wtasnosci znane z klasycznej teorii mnogosci. Pierwszy wa-
runek nie jest réwnowazny wymogowi, aby Sim(A, B) = 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy A = B, gdyz nie wszystkie rozmyte réznice symetryczne dajg zbior pusty, gdy
wejsciowe zbiory sg sobie rowne. Przykladowo zastosowanie @&V z przekrojem i suma
generowanymi przez t-norme i t-konorme tukasiewicza, daje w rezultacie zbiér pu-
sty tylko gdy A = B oraz zbiory te redukuja sie do klasycznych zbioréow. Warunek
drugi wymaga aby Sim(A, B) = 0, gdy zbiory A i B sa rozlaczne.
W literaturze wystepuja trzy typy miar podobienstwa oparte o te aksjomaty

1. miary uzyskane poprzez zastosowanie skalarnego ewaluatora g na zbiorze A @
B

Y

2. miary uzyskane poprzez zastosowanie symetrycznej dwuargumentowej funkcji
r na wartosciach g(AU B) i g(AU B),
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3. miary uzyskane poprzez zastosowanie symetrycznej dwuargumentowej funkcji

h na wartosciach Sub(A, B) i Sub(B, A).

W dalszej czeéci pracy stosowane bedzie oznaczenie Sim!, Sim? oraz Sim?3 na miary
pierwszego, drugiego i trzeciego typu.

Pierwszy typ miar mozna ogdlnie zapisa¢ w nastepujacy sposob

9(A® B) —g(AUB)

Siml (A, B) = T 3.1.4
@,U,g( ) 1—g(AUB) ( )
co po przeksztatceniach rownowazne jest
A® B
Siml, (A, B) = 1 — 9A® B) (3.1.5)

g(AuB)

W niektorych pracach stwierdzano, ze suma zbioréw rozmytych w powyzszym wzorze
oraz ta wykorzystana w konstrukcji roznicy symetrycznej moga by¢ wybrana nieza-
leznie. Takie postepowanie moze jednak prowadzi¢ do otrzymania ujemnej wartosci

podobienstwa.

Jedng z najczedciej stosowanych miar podobienstwa jest indeks Jaccarda zdefi-
niowany w (1.2.2). Miara Simé_ gy OZ7€172 80 dO zbioréw rozmytych [37].
Luk’-max,Ji

W tym przypadku (3.1.4) mozna przeksztatci¢ do postaci

9(A) +9(B) —2-g(An B)
9(AuU B) ’

Simg ., =1—
a nastepnie korzystajac z whasnosci t-normy i t-konormy FLukasiewicza giq(A) +
gia(B) = gia(AN B) + gia(A U B) otrzymujemy

-] g(ANB)
Szm@U,g = g(A—UB>

W tej postaci od razu wida¢ podobienstwo do indeksu Jaccarda. Pozwala to na

okreglenie nowej rodziny miar podobienstwa Sim}, .

Jesli jako ewaluator skalarny wykorzystamy gi,¢ to dla dowolnej réznicy syme-

trycznej otrzymamy nastepujaca miare podobienstwa
Simg, g (A, B) = inf (1 = paep(u)) =1 = supuevpaen(u) -

Drugi typ miar mozna ogélnie zapisa¢ jako

G2 T (9(AUB),g(AUB)) —r(9(A),9(B))
o 1—r(g(A),9(B)) ’

gdzie 1 jest dowolna symetryczna funkcja spetniajaca r(0,0) = 0 oraz taka, ze

(3.1.6)

r(a,b) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy @ = b = 1. Wtasnosci te spelnone sa przez
dowolng t-norme oraz dowolny operator sumy symetrycznej[48] w tym przez srednig

arytmetyczng ry(a,b) = “E2.
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Biorac giu¢ jako ewaluator skalarny otrzymujemy nastepujaca miare podobien-
stwa

Simamgmf = r(gins(A U B), gint(AU B)),

ktory moze by¢ interpretowany jako symetryczna agregacja wartos$ci reprezentuja-

cych konieczno$¢ nalezenia do B wiedzac, ze element nalezy do A, oraz vice versa.

Miary trzeciego typu powstaja przez symetryczng agregacje miary zawierania
Simi,..(A, B) = r(Inc(A, B), Inc(B, A)), (3.1.7)

gdzie r podobnie jak poprzednio jest dowolng symetryczng funkcja spetlniajaca
r(0,0) = 0 oraz taka, ze r(a,b) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a = b = 1. Miary
tego typu agreguja stopien zawierania A w B oraz B w A. Takie podejscie zostato
zaproponowane w [37] i doprowadzilo to powstania wprowadzonego wczesniej in-

deksu Jaccarda.

3.1.2.1. Wtasnosci

Nie wszyskie miary podobienstwa sg zwrotne. Powodem tego, podobnie jak w
przypadku miar zawierania, jest Archimedesowo$¢ t-norm. Przykladem zwrotnej

miary podobienistwa jest Simb ., .

Jednak dla innych popularnych t-norm i

t-konorm zachodzi AN A
1
Sime (A, A) = AUA <1

Podobnie Siméa,uginf nie jest zwrotna za wyjatkiem przypadku, gdy @ = @y,

Podobnie jak miary zawierania, niektore rodziny miar podobienstwa roéwniez
sg uporzadkowane. W przypadku miar typu pierwszego, uporzadkowanie wynika
bezposrednio z relacji pomiedzy t-normami i t-konormami. Analogicznie do miar
zawierania nie jest mozliwe porowanie wartosci miar uzyskanych z uzyciem réznych
ewaluatoréw skalarnych. Dla miar typu drugiego zachodzi

. 2 ) 9
SZmU,T‘,ginf (A7 B) S S/Lmuﬂ‘

»9id *

Dla miar typu trzeciego przy ustalonej funkcji r, uporzadkowanie wynika z relacji
pomiedzy miarami zawierania. Przy ustalonych miarach zawierania relacje pomiedzy
miarami wynikajg natomiast z relacji pomiedzy uzytymi funkcjami r. Dla najpopu-

larniejszych funkcji » uporzadkowanie jest nastepujace

3

. 3 . 3 . 3 .
Slmlnc,thuk S Szmlnc,tpmd S Slmlnc,tmin‘s’lmlnc,m\/[

Zachodza rowniez pewne zaleznosci pomiedzy reprezentantami poszczegdlnych

typéw miar podobietistwa. Przyktadowo dla miar Simg,, ,, oraz Simg,,,,  zachodzi
Simp, g, (A, B) < Simy,,., (A, B).
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Proste przeksztatcenia pozwalajg zauwazy¢, ze rzeczywiscie tak jest

Simp, (A, B) =
:g(AﬂB) < g(AN B) _
9(AU B) ~ max (g(A), g(B))
= min (Incy g, (4, B), Incy g, (B, A)) = Sim:}mu’gid (A, B).

Niektore miary roznych typéw sa tozsame. Tak jest w przypadku Sima’t

min,Jid

jak réwniez w przypadku Simat

tmin min,Jinf

c 3 . . 3 ,
Slmmcu,gi - i S’LmMCU,gmM , dla ktérych

min

Simd, . ( (A, B) = min (gint(A U B), gint(AU B)) .

— Qi3
A, B) = Simi,,,

min

3.2. Podejscie oparte na bliskosci

Tversky zauwazyl, ze w teoretycznych jak i doswiadczalnych badaniach podo-
bienstwa bardzo czesto przyjmuje sie, ze obiekty sa dobrze reprezentowane przez
punkty w pewnym uktadzie wspotrzednych [55]. Przy takim zalozeniu relacja niepo-
dobienstwa zachowuje sie doktadnie jak funkcja odleglosci. Pomimo, ze oryginalne
badania dotyczyty klasycznych zbioréw pojecie bliskosci obiektéw moze zostaé row-
niez wykorzystane do okreslenia podobienstwa zbioréw rozmytych. W przypadku
zbiorow rozmytych odlegto$¢ zamiast pomiedzy punktami w przestrzeni, musi zo-
sta¢ zdefiniowane pomiedzy funkcjami przynaleznosci.

Pierwsze podejscie uogolnia pojecie metryki na zbiory rozmyte. Dzigki zasadzie
rozszerzania Zadeha okreslono rozmyta odlegto$¢ pomiedzy zbiorami rozmytymi.
Podstawowymi reprezentami tej rodziny miar sa ogdlnione metryki Minkowskiego,
Hausdorffa oraz wspotczynnik réznosci. Inne podejscie zaktada powigzanie zbioru
rozmytego z punktem w n-wymiarowej przestrzeni. Kazdy wymiar tej przestrzeni
odpowiada pewnej okreslonej wtasnosci zbioru. Przykladowo, moc oraz srodek ciez-

kosci zbioru rozmytego sa bardzo czesto wykorzystywane jako jedne z wymiaréw.

Nie wszystkie formuly wykorzystywane w do konstrukcji miar podobienstwa spet-
niaja formalne warunki bycia odlegtoscia (metryka), stad aby uniknaé¢ nieporozu-
mien uzywany jest termin blisko$¢ obiektéw. Jednakze, wigkszo$¢ miar pochodzi od
pewnych metryk. Jako metryke lub funkcje odlegtosci w uniwersum U rozumiemy

dwuargumentowa funkcje d : U x U — [0, 00) spelniajaca:
1. d(u,v) = d(y,u) (symetrycznosé),
2. d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) (nieréwnosc trojkata),
3. jesli u # v to d(u,v) > 0,

4. jesli u = v to d(u,v) =1,
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dla dowolnych punktéw u, v, w € U. Funkcja nazywana jest pétmetryka lub pseudo-

metryka jesli trzeci warunek nie jest spetniony.

Odlegtos¢ obiektow jest z definicji symetryczna, w przeciwienstwie do miar za-
wierania. Stad metody oparte na bliskosci obiektow pozwalaja na konstrukcje tylko
miar podobienstwa. Im wicksza odleglo$é¢ tym mniejsze jest podobienstwo badanych
obiektow, skad wynika potrzeba normalizacji. W tym celu wykorzystuje sie funkcje

normalizujaca warto$é odlegtosci do przedzialu [0, 1].

3.2.1. Miary podobienstwa

3.2.1.1. Uogdlnione metryki

Interpretujac zbiér rozmyty A nad skonczonym uniwersum U = {uy, ug, -+ ,up,}
jako punkt (pa(u1), pa(us), -, wa(u,)) w n-wymiarowej przestrzeni, do wyznacza-
nia odlegtosci pomiedzy zbiorami mozna wykorzysta¢ dowolng r-metryke Minkow-
skiego

T

d(A, B) = (ZIMA(M) —MB(ui)lr> )

gdzie r > 1. Dlar = 1, d, staje si¢ metryka miejska, gdy r = 2 otrzymujemy metryke
Euklidesowa. Dla r = oo d, przyjmuje nastepujaca postac
doo(A, B) = sup [pa(us) — pip(us)]

1<i<n
zwang metryka nieskonczonosci.

Jak wczeséniej zauwazono odlegtosé obiektéw przyjmuje wartosci odwrotne do
miar podobienstwa. Stad tez aby zdefiniowa¢ miare podobienstwa nalezy wczesniej
znormalizowaé ja do przedzialu [0, 1], a nastepnie odja¢ od 1
d.(A, B)

Simdr7|U| =1- |U|

Jak tatwo mozna zauwazy¢ niektore miary podobienstwa otrzymane w ten sposéb
sg rownowazne miarom opartym na podejsciu teoriomnogosciowym. Przyktadowo

Simg, (A, B) =1—dw(A,B) =1— sup |ua(u;) — pp(u;)|

1<i<n

= inf (1 ualu) - pa(w)) = Sim! (4,B).

1<i<n Dy ukrStuk Jinf

Ta miara podobienstwa nie wymaga stosowania normalizacji odlegtosci, co zostato

zaznaczone przez — w indeksie. Kolejnym przyktadem jest Simg, jau, .. B

Sim =1- M -1 _ (ZueU |palui) — MB(Ui)‘)
d1,| AUy, B| |A Utk B| |A Uk B|
1
= SiMeg, s, (A, B).

31



Do normalizacji odlegto$ci mozna wykorzystaé rozne wartosci. Najczedciej uzywana
jest moc calego uniwersum |U| oraz moc sumy obu zbioréw |A U B|. Podstawowa
roznica polega na uwzglednianiu dopasowan na brakujacych cechach. W przypadku
mocy uniwersum na ocene podobienstwa wplywajg zaréwno elementy nalezace do
obu zbioréw jak i te nienalezace. Natomiast, gdy do normalizacji wykorzystana zo-
stanie moc sumy zbioréw elementy niewystepujace w obu zbiorach nie maja wptywu

na warto$¢ podobienstwa.

Inng metoda na otrzymanie miary podobienstwa z odlegtosci pomiedzy dwoma

zbiorami rozmytymi jest zastosowanie nastepujacej transformacji [28, 43]

t _1
Side,trans(A, B) = (1 + (M) >

Najczesciej przyjmuje sie s =t = 1.
Metryki Minkowskiego nie sg jedynymi metrykami, ktére mozna rozszerzy¢ na
zbiory rozmyte. Funkcja zdefiniowana w nastepujacy sposob jest metryka na prze-

strzeni zbioréw rozmytych
de- (A, B)=|A®™ BJ.

Metryki te mozna wykorzysta¢ w analogiczny sposéb jak metryki Minkowskiego do

konstrukeji miar podobienstwa zbioréw rozmytych.
Zachodza natepujace zaleznosci pomiedzy powyzej zdefiniowanymi miarami po-

dobienstwa
Simd1,trans(A7 B) S e S Simdr,trans(Aa B) S e S Simdoo,trans(Aa B)

oraz

SimleU‘(A, B) <... < Sz’mdh|U|(A, B) <o <Z Sz’mdoov‘U‘(A, B)

Ze wzgledu na normalizacje¢ nie jest mozliwe natomiast uporzadkowanie miar Simg, |aus|.-

3.2.1.2. Odlegtos¢ katowa

Uniwersum U moze reprezentowaé zbior cech posiadanych przez pewien obiekt.
Przy takiej interpretacji mozliwe jest zastosowanie podejscia znanego z taksonomi —

miar¢ podobienstwa mozna okresli¢ na podstawie kata pomiedzy dwoma wektorami

. > wew Hau) - pp(w)
Szmcosﬁ A7 = = .
R ST (Vs SR

Simeosg(A, B) przyjmuje najwieksza warto$¢, gdy kat pomiedzy wektorami reprezen-

tujacymi zbiory rozmyte wynosi 90°. Ta miara podobienstwa wykorzystywana jest w

przypadku, gdy szczegdlnie istotne jest poréwnanie ksztaltu zbioréw. Simesg(A, B)
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jest niezmienne ze wzgledu na przemnazanie przez stata [7]. Przyktadowo dla zbio-
réw rozmtych A i B postaci pp(u) = o - pa(u) miara podobienstwa jest réwna 1.
Podobnie tak zdefiniowane podobienstwo nie jest wazliwe na przesuniecia wektoréw.
Zbiory A i B postaci pup(u) = pa(u) + 8 sa catkowicie podobne zgodnie z ta miara.

Cosinus kata nie jest jedyng miara katowag. W literaturze mozna znalezé wiele
modyfikacji tego wzroru takich jak [27]

. 2 uev V 1a(u) - p(u)
imp(A, = o '
B V) SR EY) s

3.2.1.3. Odlegtos¢ przedziatowa

Wiele obiektéow moze by¢ reprezentowanych przez zbiory rozmyte bedace licz-
bami lub przedziatami rozmytymi. W takim przypadku mozliwe jest wykorzystanie
metod stworzonych do poréwnywania przedziatéw rzeczywistych. Sposréd najpopu-
larniejszych sposobéw mierzenia bliskosci przedziatow rzeczywistych nalezy wymie-

ni¢ metryke Hausdorffa oraz wspotczynnik réznosci.

Metryka Hausdorffa mierzy odlegtos¢ pomiedzy dwoma zwartymi niepustymi

podzbiorami przestrzeni rzeczywistej X 1 Y
4(X,Y) = max (o(X, V), (Y, X))

gdzie
o0(X,Y) = sup inf do(z,vy) .

zeX YEY
Warto$¢ o(X,Y) okredlana jest poprzez punkt z X, ktéry maksymalizuje odlegtosé
od zbioru Y. W przypadku gdy zbiory X i Y sa przedziatami metryka Hausdorffa
przyjmuje nastepujaca postac

C]([%, yl]a [5527 y2]) = max(|:z:1 - $2|> ’Z/l - 3/2|) .

Oczywiscie metryke Euklidesowg mozna zastapi¢ dowolng metryka. Zaproponowano
wiele uogdlnien metryki Hausdorffa do przedzialéw oraz liczb rozmytych. Niektore
z nich wykorzystuja tak zwane a-przekroje [47, 62|, inne korzystaja z zasady roz-
szerzania Zadeha [46].

Zastosowanie zasady rozszerzania do o pozwala zdefiniowaé¢ nastepujacy zbior
rozmyty

Poap)(T) = sup «
r=c(A,B)

Rozmyta metryka Hausdorffa obliczna jest w nastepujacy sposéb

H(A,B) =max(o(A, B),0(B,A)).
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Warto$¢ ta jest nadal liczba rozmyta. Zaproponowana metoda defuzyfikacji [46] wy-
korzystuje pojecie rozmytego progu odlegtosci L. Podobienstwo zbiorow A i B okre-

slane jest na podstawie stopnia spetnienia
H(A,B) C L.

Kolejne podejscie wykorzystuje pojecie a-przekroju [47, 62]. Przekroje liczb oraz
przedzialéw rozmytych sa przedziatami A, = [A,, A,]. Dzigki temu mozliwe jest
zastosowanie metryki Hausdorffa do kazdego przekroju oddzielnie. Tak otrzymany
cigg liczb nalezy nastepnie zagregowac. Zaproponowano kilka metod agregacji, jedna

z najpopularniejszych jest catkowanie wzgledem wartosci «

1
qm, (A, B) = / q(Aa, Bo)da .
0
Inna metoda wybiera tylko najwicksza wartos¢ odlegtosci Hausdorffa

Q.0 (A, B) =sup q(Aq, Ba) -

a>0

W [62] wykorzystano metryke Hausdorffa do poréwnywania samych rdzeni zbio-
row rozmytych
qm~ (Aa B) = Q(Aa:h Bazl) .

Wszystkie te odleglosci nie sg znormalizowane stad potrzeba zastosowania trans-

formacji analogicznych jak w przypadku miar podobienstwa opartych o metryki

- (QH,f(Aa B))t )

Wspotezynnik réznosei okresla odlegtos$é pomiedzy dwoma przedziatami [a, b] i

Minkowskiego. Przyktadowo

[c, d] w nastepujacy sposob

o) = 555,

gdzie oba przedzialy zawarte sa w przedziale [f;, B2]. Dzieki podzieleniu przez dwu-

krotno$¢ dtugosci tego przediatu otrzymany wspoétczynnik jest znormalizowany do
przedzialu [0, 1]. Dobér odpowiedniego przedzialu normalizujacego zalezy od cha-
rakterystyki problemu oraz porzadanych wtasnosci podobienstwa. Sam przedziat
nie powinien jednak zaleze¢ od porownywanych przedziatéw, gdyz prowadzi to do
pewnych anomalii. Przyktadowo wybierajac najmniejszy przedzial zawierajacy oba
porownywane zbiory, wspotczynnik réznosci nie rozroznia przedziatow jednopunk-
towych. Niech a < b wtedy D([a,a], [b,b]) = % = 1. Problemu tego mozna
unikng¢ wykorzystujac cate uniwersum jako przedziat normalizujacy.
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Rozszerzenie wspotczynnika réznosci na liczby rozmyte zostato oparte na a-przekroju
[29]

1
Dy(A,B) = /0 D(A,, By)da,

gdzie przedzial normalizujacy [51, f2] musi speliaé¢ supp(A) U supp(B) C [B1, Ba)-
W odréznieniu od metryki Hausdorffa, wspoétczynnik réznosci przyjmuje wartosci w
przedziale [0, 1], jednak ich znacznie jest odwréocone. Miare podobienstwa otrzymuje

sie ze wspotezynnika réznosci w nastepujacy sposob
Simp(A,B)=1— D(A, B).

Analogicznie jak w przypadku Simy mozliwe jest okreslenie miar Simp-~ oraz Simp__.

3.2.1.4. Wektory parametréw

Podejscie to zostato opracowane na potrzeby zagadnienia aproksymacji lingwi-
stycznej. Majac dany zbior etykiet reprezentowanych przez zmienne lingwistyczne
nalezy znalez¢ ta, ktora najlepiej oddaje znaczenie nieznanego, nowego obiektu.
Ze wzgledow wydajnosciowych proces ten czesto rozdzielany jest na dwie fazy. W
pierwszej odrzucane sg wszystkie etykiety, ktorych reprezentacja jest znaczaco rézna
od badanego obiektu. W drugiej najblizsze etykiety porownywane sa przy pomocy

wprowadzonych wczesniej metryk opertych na odlegtosci.

Poréwnywanie zbioréw w pierwszej fazie odbywa sie w oparciu o dowolng miare
odlegtosci. Od poprzednio wprowadzonych metod odréznia ja natomiast konstruk-
cja punktow, pomiedzy ktérymi odlegtos¢ jest liczona. We wszystkich poprzednich
podejsciach odlegtosé byta liczona pomiedzy wektorami sktadajacymi sie ze stopni
przynaleznosci. Przy takim podejsciu wektory, a co za tym idzie wymiar przestrze-
nie moze sta¢ si¢ bardzo duzy. Podejscie oparte o wektory parametéow, zaktada, ze
reprezentacja zbioru rozmytego w przestrzeni jest znacznie prostsza — co najwyzej
kilkuwymiarowa. Sktadowe wektora stanowig obliczane na podstawie funkcji przy-
naleznosci parametry. Najczesciej wykorzystuje sie moc zbioru rozmytego, entropie,

srodek ciezkosci

COG(A) = 2zueu ™ 1a(W)
Al
oraz skosnosé ;
> ouer Ha(u) - (u— COG(A))
Al '

Przyktadowo [57] proponuje aby zbiory rozmyte reprezentowaé¢ w przestrzeni dwuwy-

skew(A) =

miarowej za pomoca wektoréw postaci [|A|, COG(A)], a do oceny ich podobienstwa
wykorzystac¢ standardowa metryke Euklidesowa. W ten sposéb miara podobienstwa

przyjmuje nastepujaca postac

VA = |B)? + (COG(A) - COG(B))?

Sim||,cog<A,B) = 1 — |U|
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3.3. Podejscie oparte na logice

Miary oparte na logice [21, 22] wykorzystuja interpretacje funkcji przynalezno-
sci zbioru rozmytego jako stopnien prawdziwosci wniosku reprezentowanego przez
ten zbiér. Podstawowa metoda zaktada uzycie operatora implikacji co umozliwia

konstrukcje zarowno miar zawierania jak i podobienstwa.

3.3.1. Miary zawierania

Operatory implikacji moga zosta¢ wykorzystane do konstrukeji miar zawierania.
W tym celu przyjmuje sie, ze stopien zawierania A C B jest rowny stopniowi w
jakim A implikuje B. W klasycznej logice operator implikacji moze zostaé¢ zdefi-
niowany na kilka rownowaznych sposobéw. Uogdlnienie do logiki rozmytej, gdzie
dopuszczane jest nieskonczenie wiele stopni prawdziwosci, spowodowato powstanie
wielu nieréwnowaznych definicji tego pojecia. Najczesciej wykorzystywnymi opera-
torami implikacji sa S-implikacje i R-implikacje [3, 54]. Pierwsza rodzine implikacji

otrzymuje si¢ poprzez bezposrednie uogélnienie implikacji znanej z logiki
a=b=aVb.

S-implikacja otrzymana jest poprzez zastapienie operatora alternatywy poprzez t-
konorme

a=b=5(1—-a,b).

Nazwa S-implikacji pochodzi od uzycia t-konormy s w jej definicji. Czesto S-implikacje
nazywa sie rowniez silnymi implikacjami.
Wiele znanych implikacji rozmytych okazato sie by¢ S-implikacjami. Operator

implikacji f.ukasiewicza powstaje poprzez zastosowanie t-konormy Fukasiewicza
a =pu b=min(1,1 —a+0).
Implikacja Kleene-Dienesa powstaje poprzez zastosowanie t-konormy maksimum
@ = max b = max(1l —a,b).

Rodzina R-implikacji powstaje poprzez uogolnienie implikacji znanej z logiki
zdan
a=b=sup{r €[0,1]:a Nz <Db}.

W nazwie R-implikacji, R pochodzi od nazwy polgrup (ang. residuated), ktére po-

wstaja poprzez zastapienie koniunkcji t-norma

a=b=sup{z € [0,1] : t(a,z) < b}.
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Wiele implikacji znanych z logiki nieskonczenie wielowartosciowej to R-implikacje.

Przyktadowo zastosowanie t-normy produktowej pozwala uzyska¢ implikacje Go-

guen’a [17, 19]

min(1, %), jeslia#0

a=>gb= “
1 w przeciwym przypadku

Implikacja Fukasiewicza moze réwniez zostaé uzyskana jako R-implikacja przy uzy-

ciu t-normy hLukasiewicza.

Dzieki zastosowaniu t-norm i t-konorm mozliwe jest okreslenie nieskonczenie
wielu operatoréw implikacji. Ponad 40 réznych zostato zaproponowanych i zbada-
nych w literaturze [31, 36]. Istnieja réwniez badania nad kryteriami doboru i stoso-
walnoscia poszezegdlnych implikacji w zastosowaniach [4-6, 13, 30, 32, 38, 40, 58].

W celu poréwnania dwoch zbioréw rozmytych zdefiniujemy wspotezynnik zawie-
rania dwoch stopni przynaleznosci =-. W najprostszym przypadku za wspotezynnik

zawierania mozna bezposrednio przyja¢ operator implikacji
a=cb=a=0.

Takie podejscie odpowiada badaniu stopnia w jakim A pocigga B. Gdy to nie jest
wystarczajace mozliwe jest rozszerzenie wspotczynnika zawierania do nastepujacej

postaci

aECb:%-(aib—kgﬁa).

Wspbtezynnik zawierania pozwala na porownywanie poszczegolnych stopni przy-

naleznoéci. Poréwnujac dwa zbory rozmyte A i B otrzymamy zatem, wektor postaci

va = [pa(ur) =c ppur), - pa(un) =c pp(un)].

Aby wyliczy¢ miare zawierania, nalezy go zagregowaé do pojedynczej liczby rzeczy-
wistej z przedziatu [0, 1]. Wektor ten mozna w pewnym sensie traktowaé jako zbiér
rozmyty. Dlatego tez do jego agregacji mozna wykorzysta¢ przyktadowo dowolny

ewaluator skalarny.

3.3.2. Miary podobienstwa

Operatory implikacji moga réwniez postuzy¢ do konstrukeji miar podobienstwa.
W tym celu zamiast wspotczynnika zawierania, nalezy wykorzysta¢ wspotczynnik

podobienstwa =_. Najprostszy z nich to tak zwany opeartor ko-implikacji
a=—b=a=bAb=a.

Zostal on ogdlniony do nastepujacej postaci [22]

:b:%-((a:>b/\b:>a)+(a:>b/\b:>6)). (3.3.1)

a
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Dalsze ogoélnienie tego wzoru jest mozliwe poprzez uzycie dowolnej t-normy zamiast
A. Jesli w (3.3.1) uzyjemy S-implikacji to otrzymany wskaznik podobienstwa bedzie
identyczny z ko-implikacja

((a=bAb=a)+ (a=bAb= 7))

((I=avbd)AN(A=bVa)+((avi=Db)A(bV]1—a))
(I1—=aVbA(l=bVa))
=(a=bANb=a).

Rownosé ta nie zachodzi w przypadku R-implikacji.
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Rozdziat 4

Wizualizacja wybranych miar zawiera-

nia

W pracy przedstawiono wiele podejs¢ do problemu zawierania zbioréw rozmy-
tych. Jak zostalo to pokazane czasem miary zdefiniowane z wykorzystaniem cat-
kowicie roznych metod sg tozsame. Poréwnywanie poszczegélnych miar jest bar-
dzo trudne, szczegolnie jesli nie sa one tozsame. Rozdziat ten zawiera opis metody
stuzacej do wizualizacji poszczegbdlnych miar zawierania przy pomocy stosunkowo

prostych wykresow konturowych jak réwniez wykresy wybranych miar.

4.1. Konstrukcja wykreséw

Dla dowolnego zbioru rozmytego A w uniwersum U C R zdefiniujmy zbioér roz-

myty A,, w nastepujacy sposob

1
P, (W) =y * pa(— ).

Zbiér rozmyty A,, jest zatem przeskalowang w pionie i poziomie wersjg zbioru
A. Oczywiscie zachodzi nastepujaca réwnos¢ A; ; = A. Rysunek 4.1.1 przedstawia
zbiory A, , dla réznych wartosci i y.

Do wizualizacji miar zawierania postuza wykresy konturowe nastepujacej dwu-

argumentowej funkeji f4 : R x [0, 2] — [0, 1]
fA(xa y) = SUb(A\xLya A) )

gdzie a = max,cp pa(u). Warto$é fa(x,y) jest rowna stopniowi zawierania przeska-
lowanego zbioru w zbiorze A. Jesli jako miare zawierania przyja¢ klasyczna binarng

definicje zawierania zbioréw zaproponowang przez Zadeha, to funkcja fa przyjmuje
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A=A =A1 Ay =A 59 Ays505=A 0505

Rys. 4.1.1. test

nastepujgcag postaé¢ niezaleznie od wyboru zbioru A

1, jesli|zl,y <1
falz,y) =

0 w przeciwnym przypadku .

Jako zbior A przyja¢ mozna dowolny zbior rozmyty. Nalezy jednak zadbaé aby
byt on wystarczajaco reprezentatywny, a zarazem na tyle prosty aby nie wprowadzat
nadmiernej zlozonosci do wykreséow. Z tego powodu w tej pracy jako A wybrano
triangularny zbiér rozmyty, ktorego funkcja przynaleznosci dana jest nastepujacym
wzorem

max( ), jeslixz <0

0, I+
pa(z) = ?
0, 5%

max( ), jesliz>0 '

4.2. Wizualizacje

Sekcja ta zawiera wykresy konturowe funkcji fa réznych miar zawierania zdefi-
niowanych w rozdziale trzecim pracy. Uwzgledniono t-normy i t-konormy z rodziny
Franka przy réznych wartosciach parametréow. Podstawowe trzy t-normy i t-konormy
(minimum, produktowa oraz Lukasiewicza) réwniez naleza do tej rodziny (odpowied-
niop =0, p=1 oraz p = 00).

Pominieto wykresy miar zawierania, w przypadku ktérych funkcja f4 jest stala.
Ma to miejsce dla niektorych miar korzystajacych z ewaluatoréw skalarnych gi,¢

(stale réwna 0) oraz gs,, (stale rowna 1).
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Rys. 4.2.1. Wykres konturowy miar zawierania Suby,, n, otrzymanych za pomocg opera-

cji przekroju generowanych przez rézne t-normy.
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Rys. 4.2.2. Wykres konturowy miar zawierania Suby,,, n, otrzymanych za pomoca ope-

racji przekroju generowanych przez rézne t-normy.
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Rys. 4.2.3. Wykres konturowy miar zawierania Subg, s otrzymanych za pomocg réznych

t-konorm.
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Rys. 4.2.4. Wykres konturowy miar zawierania Sub, . s otrzymanych za pomoca réznych

t-konorm.

44



N / o o =) =)
© ® = o
S \
&
o |
—
A
Q
-
o?
o |
o 09
o4 1
T T T T T X
-5 -3 -1 1 3 5
T-konorma Franka p=0.5
>
Y
/ 2 % 2 %
e \
iS)
n
@
A
&
-
)
o |
c )
o4 1
T T T T T X
-5 -3 -1 1 3 5
T-konorma Franka p=10
>
Y
// A
g \
S
n
=] A
&
- — Qg.,
2o
o4 1
T T T T T X
-5 -3 -1 1 3 5

Rys. 4.2.5. Wykres konturowy miar zawierania skonstruowanych na podstawie pro-

T-konorma maksimum

stego wspolczynnika zawierania i S—implikacji generowanych przez rézne t-

T-konorma Franka p=0.1

/ o o o @
© ® = o
¢ \
&
n
@
A
&
- 4
IS
v |
o “9
o4 1
T T T T T X
-5 -3 -1 1 3 5
T-konorma produktowa
T / o o o o
© ® - 3
& \
n
@
A
.
- 4
?
n
S 7l o2
o4 1
T T T T T X
-5 -3 -1 1 3 5
T-konorma Lukasiewicza
>
“7 7 ° o o g
& \
2 A
- o
&
-4 ©
o®
wn
9
o4 1—mmm e
T T T T T ™}
-5 -3 -1 1 3 5

konormy. Do agregacji wykorzystano ewaluator skalarny gq.
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Rys. 4.2.6. Wykres konturowy miar zawierania skonstruowanych na podstawie pro-
stego wspolczynnika zawierania i S—implikacji generowanych przez rézne t-

konormy. Do agregacji wykorzystano ewaluator skalarny giu¢.
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Rys. 4.2.7. Wykres konturowy miar zawierania skonstruowanych na podstawie prostego

wspblczynnika zawierania i R—implikacji generowanych przez rézne t-normy.

Do agregacji wykorzystano ewaluator skalarny g;q.
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Rys. 4.2.8. Wykres konturowy miar zawierania skonstruowanych na podstawie prostego

wspblczynnika zawierania i R—implikacji generowanych przez rézne t-normy.

Do agregacji wykorzystano ewaluator skalarny gi,s.
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Rys. 4.2.9. Wykres konturowy miar zawierania skonstruowanych na podstawie rozsze-
rzonego wspotczynnika zawierania i R—implikacji generowanych przez rézne

t-normy. Do agregacji wykorzystano ewaluator skalarny giq.

49



T-norma minimum T-norma Franka p=0.1

r

o

15

0.5 1
1 1
)
> w»
>|>| )
0.5 1 15
1 1 1
=} o
w ™
> .
IS}
[

0. 0.4

b
h
h

[
(]
(-
w
[
iR
[
w -
o -
x|
-
(]
(-
w
[
fiN
[
w -
o -
X

29
r
2
1

0.5
0.5

O - si— —— O - se— —
T T T T T X T T T T T ™
-5 -3 -1 1 3 5 -5 -3 -1 1 3 5
T-norma Franka p=10 T-norma Lukasiewicza
> >
N 9 o \ R / o o o .
> o ow 9
02’ \\
n n Y
2 4 02 a2 0
05
- - 03 03 - - 06
ol
2 o4 2 4 os
0.9
O - i —— —— o - I—J ;
T T T T T X T T T T T ™
-5 -3 -1 1 3 5 -5 -3 -1 1 3 5

Rys. 4.2.10. Wykres konturowy miar zawierania skonstruowanych na podstawie rozsze-
rzonego wspolczynnika zawierania i R—implikacji generowanych przez rézne

t-normy. Do agregacji wykorzystano ewaluator skalarny giu¢-
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Rozdziat 5

Podsumowanie

Niniejsza praca po$wiecona jest problemowi mierzenia stopinia zawierania i po-
dobienstwa zbioréw rozmytych. Przedstawiono tto historyczne tego problemu oraz
podstawowe miary podobienstwa oparte na klasycznej teorii mnogosci. Wiele modeli

dla zbiorow rozmytych stanowi uogolnienie tych miar.

Ze wzgledu na metody wykorzystane do ich konstrukecji wyrdznione zostaly trzy
gtowne grupy miar. Miary oparte na teorii mnogosci z reguty stanowig uogoélnie-
nie metod dostepnych w klasycznej teorii mnogosci. Wiele z nich jak chociazby
Sub
rozmytej. Do grupy tej nalezg zaréwno miary zawierania jak i podobienstwa, ponadto

g0, i J€St POWszechnie wykorzystywane w praktycznych zastosowaniach logiki
jedna z oméwionych metod umozliwia generowanie nowych miar podobienstwa z do-
wolnej miary zawierania.

Druga oméwiong grupa byty miary oparte na bliskosci. Ze wzgledu na ich syme-
trycznosé, do grupy tej moga naleze¢ tylko miary podobienstwa. Oméwione zostaty
znane metody oparte o odlegtos¢ Minkowskiego oraz Hausdorffa. Nalezyta uwaga
zostala po$wiecona réwniez podobienstwu bazujacemu na wektorach parametrow,
ktore dzieki zastosowaniu w intensywnie rozwijanej dziedzinie aproksymacji lingwi-

stycznej, zyskuja coraz bardziej na znaczeniu.

Ostatnig grupe stanowig miary oparte na logice. Zastosowanie rozmytych opera-
torow implikacji pozwala na stworzenie nieskonczenie wielu miar zawierania i podo-
bienstwa. W pracy omowiono dwie podstawowe rodziny implikacji rozmytych — S i
R-implikacje. Przedstawiono dwie metody generowania miar podobienstwa i zawie-

rania z operatoréw implikacji oraz pokazano podstawowe ich wtasnosci.

W pracy przedstawiono wybrane znane wyniki dotyczace réwnosci wybranych
miar zawierania i podobienstwa. Porownywanie poszczegdlnych miar jest bardzo
trudne. O ile formalne wykazanie rownosci dwoch miar jest mozliwe, o tyle spraw-
dzenie, czy dwie miary zachowuja si¢ podobnie dla zblizonych zbioréw rozmytych jest

praktycznie niemozliwe. W rozdziale czwartym podjeto problem wizualizacji miar
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zawierania. Zaproponowana w tej pracy metoda pozwala na poréwnanie réznych
miar zawierania. Dalsze badania nad wtasnosciami i poréwnaniem réznych miar sa
jednak niezbedne. Z przyczyn technicznych w niniejszej pracy przedstawiono tylko

wykresy wybranych miar zawierania.
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